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여러가지 정렬 알고리즘



버블 정렬
버블 정렬 알고리즘

• 서로 인접한 두 원소를 비교해서 정렬하는 알고리즘
- 5 3 4 2 1 (5 > 3 이므로 교환) 3 2 1 4 5 (3 > 2 이므로 교환)

- 3 5 4 2 1 (5 > 4 이므로 교환) 2 3 1 4 5 (3 > 1 이므로 교환)
- 3 4 5 2 1 (5 > 2 이므로 교환) 2 1 3 4 5 (3 < 4 이므로 교환 X)

- 3 4 2 5 1 (5 > 1 이므로 교환) 2 1 3 4 5 (4 < 5 이므로 교환 X)

- 3 4 2 1 5 (첫 번째 순회 끝) 2 1 3 4 5 (세 번째 순회 끝)

- 3 4 2 1 5 (3 < 4 이므로 교환 X) 2 1 3 4 5 (2 > 1 이므로 교환)

- 3 4 2 1 5 (4 > 2 이므로 교환) 1 2 3 4 5 (2 < 3 이므로 교환 X)
- 3 2 4 1 5 (4 > 1 이므로 교환) 1 2 3 4 5 (3 < 4 이므로 교환 X)

- 3 2 1 4 5 (4 < 5 이므로 교환 X) 1 2 3 4 5 (4 < 5 이므로 교환 X)

- 3 2 1 4 5 (두 번째 순회 끝) 1 2 3 4 5 (네 번째 순회 끝)

• i번째 순회에서 i번째로 큰 값이 N-i+1번째로 이동
• 따라서 N-1번만 순회하면 정렬 끝



버블 정렬



선택 정렬
선택 정렬 알고리즘

• 가장 작은 원소를 맨 앞에 있는 원소와 교환하면서 정렬하는 알고리즘
- 5 3 4 1 2 가장 작은 1을 찾아서 첫 번째 원소와 교환

- 1 3 4 5 2 이미 정렬된 첫 번째 원소를 제외하고 가장 작은 원소인 2를 찾아서 두 번째 원소와 교환
- 1 2 4 5 3 1~2번째 원소 제외하고 가장 작은 원소인 3을 찾아서 세 번째 원소와 교환

- 1 2 3 5 4 1~3번째 원소 제외하고 가장 작은 원소인 4를 찾아서 네 번째 원소와 교환

- 1 2 3 4 5 정렬 끝

• i번째 단계가 끝나면 1..i번째로 작은 수가 올바른 자리로 이동함
• 따라서 N-1단계까지 수행하면 정렬 끝



선택 정렬



삽입 정렬
삽입 정렬 알고리즘

• 앞에 있는 원소부터 차례대로 보면서, 올바른 자리를 찾아서 집어넣는 알고리즘
- 5 3 4 1 2 가장 앞에 있는 5만 고려했을 때는 잘 정렬된 상태

- 3 5 4 1 2 두 번째 원소인 3을 적당한 곳에 삽입해서 1~2번째 원소를 정렬된 상태로 조정
- 3 4 5 1 2 세 번째 원소인 4를 적당한 곳에 삽입해서 1~3번째 원소를 정렬된 상태로 조정

- 1 3 4 5 2 네 번째 원소인 1을 적당한 곳에 삽입해서 1~4번째 원소를 정렬된 상태로 조정

- 1 2 3 4 5 다섯 번째 원소인 2를 적당한 곳에 삽입해서 1~5번째 원소를 정렬된 상태로 조정

• i번째 단계가 끝나면 1..i번째 원소는 정렬된 상태로 바뀜
• 따라서 N단계까지 수행하면 정렬 끝



삽입 정렬



삽입 정렬



시간 복잡도 계산
시간 복잡도

• 최악의 경우, 최선의 경우, 평균의 경우로 나눠서 분석
- 문제 풀 때는 주로 최악의 경우만 고려하는 경우가 많음

• 최악의 경우: 연산이 최대한 많이 수행되도록 하는 악의적인 입력이 들어왔을 때의 연산 횟수
• 최선의 경우: 연산이 최대한 적게 수행되도록 하는 입력에서의 연산 횟수
• 평균의 경우: 가능한 모든 입력에서의 연산 횟수의 평균

- 정렬 알고리즘에서는 가능한 N! 가지의 순열에서의 연산 횟수의 합을 구한 다음 N!으로 나눈 것

- 랜덤으로 만들어진 데이터에서 연산 횟수의 기댓값으로 생각해도 됨



시간 복잡도 계산
최악의 경우

• 기본 연산
- 두 수를 비교하는 연산

- 두 수의 위치를 교환하는 연산

• 버블 정렬
- 배열을 한 번 순회할 때마다 비교는 정확히 N-1번, 교환은 최대 N-1번

- 이 과정을 N-1번 반복하므로 O(N2)

• 선택 정렬
- i번째 단계에서 i..N번째 원소 중 최솟값을 찾을 때 비교는 정확히 N-i번, 이후 교환 1번

- 이 과정을 i=1..N-1일 때 수행하므로 O(N2)

• 삽입 정렬
- i번째 단계에서 i번째 원소는 최대 i-1번 이동 가능, 따라서 비교와 교환 모두 최대 i-1번

- 이 과정을 i=2..N일 때 수행하므로 O(N2)



시간 복잡도 계산
최선의 경우

• 버블 정렬
- N-1번의 순회를 모두 수행하면 항상 O(N2)

- 하지만 이미 배열이 정렬되어 있으면 더 이상 순회를 할 필요가 없음
- 즉, 한 번의 순회에서 교환이 한 번도 발생하지 않으면 그대로 종료해도 됨

- 처음부터 배열이 정렬되어 있으면 한 번의 순회만 사용해 정렬 가능

- 따라서 최선의 경우에는 O(N)



시간 복잡도 계산
최선의 경우

• 선택 정렬
- 항상 N-1개의 단계를 거쳐야 하므로 최선의 경우에도 O(N2)

• 삽입 정렬
- 삽입 정렬의 교환 횟수는 inversion의 개수와 동일함

- inversion := x < y 이면서 A[x] > A[y]인 순서쌍 (x, y)

- 따라서 inversion의 개수가 0일 때, 즉 배열이 이미 정렬되어 있을 때가 최선의 경우

- 매 단계마다 원소가 한 번도 이동하지 않으므로 O(N)



시간 복잡도 계산
평균의 경우

• 삽입 정렬
- 길이가 N인 모든 N! 가지의 순열에서 inversion 개수의 총합은?

- 모든 순열의 inversion 개수의 합 = 1 ≤ x < y ≤ N인 x y에 대해, x가 y보다 뒤에 나오는 순열 개수의 합

- x가 y보다 뒤에 나오는 순열의 개수 = 𝑁
2

× 𝑁 − 2 ! =
𝑁!

2

- x, y를 고정하는 방법의 수 = 𝑁
2

=
𝑁 𝑁−1

2

- 따라서 모든 순열에서 inversion 개수의 총합은
𝑁!𝑁 𝑁−1

4

- 평균적으로
𝑁 𝑁−1

4
개이므로 평균 시간 복잡도는 𝑂 𝑁2



퀵 정렬
퀵 정렬 알고리즘

• 아무 원소를 하나 선택해서 pivot이라고 잡은 다음
• pivot보다 작은 값은 왼쪽, 큰 값은 오른쪽으로 옮기고
• 왼쪽과 오른쪽을 각각 재귀적으로 정렬

3 1 9 7 2 8 5 64

1 92 8 5 643 7

1 3 96 72 85

1 962 85



퀵 정렬
퀵 정렬 시간 복잡도

• 최선의 경우
- 매번 (n-1)/2 : 1 : (n-1)/2로 분할되는 경우

- T(n) = 2T(n/2) + c*n
- pivot 기준 좌우로 나누는 과정에서 Θ(n) 만큼의 연산이 필요함

- T(n) = O(n log n)

• 최악의 경우
- 매번 0 : 1 : n-1로 분할되는 경우

- T(n) = T(n-1) + c*n
- T(n) = O(n2)

5 4 1 23

1 3 4 25

5 3 42

3 5 4

4 5



퀵 정렬
퀵 정렬 시간 복잡도

• 평균의 경우
- pivot이 i번째 데이터이면, 분할 후 왼쪽에 i-1개, 오른쪽에 n-i개의 데이터가 있음

- T(n) = T(i-1) + T(n-i) + c*n

- i = 0..n-1 일 때의 합을 n으로 나눈 값이 평균 시간 복잡도

- 𝑇 𝑛 =
1

𝑛
σ𝑖=0
𝑛−1𝑇 𝑖 + 𝑇 𝑛 − 𝑖 + 𝑐𝑛 =

2

𝑛
σ𝑖=0
𝑛−1𝑇(𝑖) + 𝑐𝑛

- 양변에 𝑛을 곱하면 𝑛𝑇 𝑛 = 2σ𝑖=0
𝑛−1𝑇(𝑖) + 𝑐𝑛2

- 𝑛대신 𝑛 − 1을 대입하면 𝑛 − 1 𝑇 𝑛 − 1 = 2σ𝑖=0
𝑛−2𝑇(𝑖) + 𝑐 𝑛 − 1 2

- 𝑛𝑇 𝑛 − 𝑛 − 1 𝑇 𝑛 − 1 = 2𝑇 𝑛 − 1 + 2𝑐𝑛 − 𝑐

- 𝑐는 상수이므로 𝑛이 커질수록 영향이 작아지기 때문에 없애도 무방함

- 위 식을 𝑛𝑇(𝑛)에 대해 정리하면 𝑛𝑇 𝑛 = 𝑛 + 1 𝑇 𝑛 − 1 + 2𝑐𝑛

- 양변을 𝑛(𝑛 + 1)로 나누면
𝑇 𝑛

𝑛+1
=

𝑇 𝑛−1

𝑛
+

2𝑐

𝑛+1



퀵 정렬
퀵 정렬 시간 복잡도

• 평균의 경우

-
𝑇 𝑛

𝑛+1
=

𝑇 𝑛−1

𝑛
+

2𝑐

𝑛+1

- 𝑛 대신 𝑛, 𝑛 − 1, 𝑛 − 2,⋯ , 2를 대입하면

-
𝑇 𝑛

𝑛+1
=

𝑇 𝑛−1

𝑛
+

2𝑐

𝑛+1

-
𝑇 𝑛−1

𝑛
=

𝑇 𝑛−2

𝑛−1
+

2𝑐

𝑛

-
𝑇 𝑛−2

𝑛−1
=

𝑇 𝑛−3

𝑛−2
+

2𝑐

𝑛−1

- ...

-
𝑇 3

4
=

𝑇 2

3
+

2𝑐

4

-
𝑇 2

3
=

𝑇 1

2
+

2𝑐

3

- 잘 정리하면
𝑇 𝑛

𝑛+1
=

𝑇 1

2
+ 2𝑐 σ𝑖=3

𝑛+1 1

𝑖
≈

𝑇 1

2
+ 2𝑐 ln(𝑛 + 1) 이고, 𝑇(1)은 상수

- 따라서
𝑇 𝑛

𝑛+1
= 𝑂 log𝑛 , 𝑇 𝑛 = 𝑂(𝑛 log 𝑛)



합병 정렬
합병 정렬 알고리즘

• 배열의 구간 [l, r]을 정렬하는 알고리즘

• l = r이면 직접 해결
- 원소가 하나인 배열은 이미 정렬된 상태

• l < r이면 더 작은 문제로 나눠서 해결
- m을 l과 r의 중간 지점이라고 할 때

- [l, m]과 [m+1, r]을 각각 정렬한 다음 (분할)

- 정렬된 두 배열을 정렬된 하나의 배열로 합병 (정복)



합병 정렬
합병 정렬 알고리즘 (애니메이션)

3 2 1 4

3 2 1 4

23 1 4

2 3 1 4

1 2 3 4



합병 정렬
합병 정렬 알고리즘

• 정렬된 두 배열 A, B를 정렬된 하나의 배열 V로 합병하는 방법
- 두 배열 모두에서 가장 작은 값은 A[0] 또는 B[0]

- 둘 중 더 작은 값을 V[0]에 저장

- A[0] ≤ B[0]이었다면 V[0] = A[0]

- A[0]을 제외했을 때 가장 작은 값은 A[1] 또는 B[0]

- 둘 중 더 작은 값을 V[1]에 저장

- 반복
- 두 배열에서 각각 가장 작은 값을 가리키는 인덱스를 저장해야 함



합병 정렬
합병 정렬 알고리즘 (애니메이션)

• 정렬된 두 배열 A, B를 정렬된 하나의 배열 V로 합병하는 방법

32 6 7

41 5 8

43 5 6 7 81 2



합병 정렬
합병 정렬 알고리즘

• 정렬된 두 배열 A, B를 정렬된 하나의 배열 V로 합병하는 방법
- 매번 두 화살표 중 하나는 한 칸 뒤로 이동

- 두 화살표는 합쳐서 r-l+1번 뒤로 이동

- 따라서 배열의 길이를 n이라고 하면 시간 복잡도는 O(n)



합병 정렬
합병 정렬 시간 복잡도

• n을 정렬해야 하는 배열의 길이(= r-l+1)라고 하면
• T(1) = O(1)
• T(n) = 2T(n/2) + O(n) = O(n log n)

- 가로 길이 n, 세로 길이 log n인 직사각형의 넓이와 동일

n

n/2

n/4

n/8

...

n/2

n/4

n/8

n/4

n/8

n/4

n/8 n/8n/8 n/8 n/8

1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1



합병 정렬
합병 정렬 알고리즘



정렬 알고리즘의 장단점
지금까지 배운 정렬 알고리즘

이름 최선 평균 최악 추가 공간
버블 정렬 O(n) O(n2) O(n2) O(1)
선택 정렬 O(n2) O(n2) O(n2) O(1)
삽입 정렬 O(n) O(n2) O(n2) O(1)
퀵 정렬 O(n log n) O(n log n) O(n2) O(log n)
합병 정렬 O(n log n) O(n log n) O(n log n) O(n)



정렬 알고리즘의 장단점
상황에 따른 정렬 알고리즘 선택

• 배열이 이미 대부분 정렬되어 있다면?
- 버블 정렬이나 삽입 정렬이 좋을 수 있음

• 일반적인 상황이라면?
- 합병 정렬이나 퀵 정렬이 좋음

- 비교 연산 횟수는 합병 정렬이 더 적지만, 실제 실행 시간은 퀵 정렬이 더 빠름
- 캐시히트 등의 영향

• 최악의 경우까지 고려해야 한다면?
- 퀵 정렬은 최악의 경우에 O(n2)이므로 합병 정렬을 사용하는 것이 좋음

• 위치를 교환하는 것에 비해 두 값을 비교하는 연산이 훨씬 오래 걸린다면?
- 비교 연산 횟수는 퀵 정렬보다 합병 정렬이 더 적기 때문에 합병 정렬이 좋음

• 공간이 부족한 환경이라면?
- 합병 정렬은 O(n) 만큼의 추가 공간이 필요하므로 다른 알고리즘을 사용하는 것이 좋음



정렬 알고리즘의 장단점
C++ std::sort의 구현

• 실제로 C++에서 제공하는 정렬 함수는 여러 정렬 알고리즘을 섞어서 사용함
- 일단 퀵 정렬 수행

- 분할된 덩어리의 크기가 16 이하가 되면 더 이상 정렬하지 않고 그대로 놔둠
- 재귀 깊이가 2 log n을 넘어가면 힙 정렬 수행

- 힙 정렬은 O(1) 만큼의 추가 공간을 사용해 최악의 경우에도 O(n log n) 시간에 정렬

- 평균적으로 퀵 정렬, 합병 정렬에 비해 조금 느림

- 여기까지 오면 대부분 정렬되어 있는 상황이지만, 크기가 16 이하인 몇몇 구간은 정렬이 안 되어 있을 수 있음

- 배열 전체에 대해 삽입 정렬 수행
- 각 원소는 최대 16칸 이동하므로 O(n)에 정렬 가능

- 최악의 경우에도 O(n log n)을 보장함



정렬 STL



정렬 STL
비교 기반 정렬

• 아래 두 가지 연산만 이용해서 원소를 정렬하는 방법
- 배열의 두 원소 A[i]와 A[j] 중 어떤 원소가 더 앞에 와야 하는지 알아내는 연산 (비교 연산)

- 배열의 원소를 이동/복사하는 연산

• 비교 연산
- 나올 수 있는 결과는 3가지

- A[i]가 먼저 와야 한다 / A[j]가 먼저 와야 한다 / 둘 중 뭐가 먼저 와도 상관없다

- 둘 중 어느 것이 먼저 오더라도 상관없는 경우, 두 원소가 “동등하다”라고 부름

- “두 원소 중 더 먼저 와야 하는 원소”를 구할 수만 있다면, 정렬하고자 하는 대상의 타입/성질은 중요하지 않음



정렬 STL
비교 기반 정렬 – 예시

• 정수 배열의 오름차순 정렬
- A[x] < A[y] 이면 A[x]가 먼저 와야만 함

- A[x] = A[y] 이면 둘 중 어느 것이 먼저 오더라도 상관없음
- bubble_sort 함수에서는 A의 값을 직접 보지 않는다는 것에 주목하자(추상화).



정렬 STL
비교 기반 정렬 – 예시

• 방향 그래프의 위상 정렬
- 위상 정렬: A → B 간선이 있으면 A가 B보다 먼저 등장하도록 정점을 정렬하는 문제

- 비교 연산
- 만약 A에서 B로 가는 경로가 존재한다면, A가 B보다 먼저 등장해야 함

- A에서 B로 가는 경로와 B에서 A로 가는 경로 모두 없으면, 둘 중 어느 것이 먼저 등장해도 상관없음

- 예시
- 2번 정점에서 6번 정점으로 가는 경로 존재 → 2는 6보다 먼저 등장해야 함

- 3번 정점과 4번 정점 사이에는 서로 경로가 존재하지 않음 → 둘 중 어느 것이 먼저 등장하더라도 상관없음
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정렬 STL
비교 기반 정렬 – 예시

• 방향 그래프의 위상 정렬
- 위상 정렬: A → B 간선이 있으면 A가 B보다 먼저 등장하도록 정점을 정렬하는 문제

- 비교 연산
- 만약 A에서 B로 가는 경로가 존재한다면, A가 B보다 먼저 등장해야 함

- A에서 B로 가는 경로와 B에서 A로 가는 경로 모두 없으면, 둘 중 어느 것이 먼저 등장해도 상관없음

- 만약 사이클이 있다면...
- 2번 정점은 4번 정점보다 먼저 등장해야 함

- 4번 정점은 3번 정점보다 먼저 등장해야 함

- 3번 정점은 2번 정점보다 먼저 등장해야 함

- ...

- ??
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정렬 STL
비교 기반 정렬

• 원소를 정렬하기 위해서는 비교 연산이 어떤 조건을 만족해야 할까?

• bool compare(a, b): a가 b보다 반드시 먼저 등장해야 하면 true, 그렇지 않으면 false를 반환하는 함수
- 값이 같은 두 원소는 둘 중 어느 것이 먼저 오더라도 상관 없음

- 즉, compare(a, a)는 false를 반환해야 함

- 비교 결과에 사이클이 있으면 안 됨

- 즉, compare(a, b)와 compare(b, a)가 모두 true면 안 됨

- 비교 결과는 일관적이어야 함

- 즉, compare(a, b)와 compare(b, c)가 모두 true라면, compare(a, c) 또한 true를 반환해야 함

- “동등한 원소”는 정말로 동등해야 함

- 즉, a와 b가 동등하고, b와 c가 동등하다면, a와 c 또한 동등해야 함
- eq(x, y) = !compare(x, y) and !compare(y, x)라고 정의하면

- eq(a, b)와 eq(b, c)가 모두 참일 때 eq(a, c)가 성립해야 함



정렬 STL
비교 기반 정렬 – 비교 함수

• bool compare(T a, T b)
- a가 b보다 반드시 앞에 나와야 하면 true, 아니면 false

- compare(a, a) = false
- compare(a, b) = true 이면 compare(b, a) = false

- compare(a, b) = compare(b, c) = true 이면 compare(a, c) 또한 true

- eq(a, b) = eq(b, c) = true 이면 eq(a, c) 또한 true
- 단, eq(x, y) = !compare(x, y) and !compare(y, x)

• 예시
- 정수의 오름차순 정렬

- compare(a, b) := a < b

- a ≤ b 는 첫 번째 조건에 위배되므로 불가능

- 방향 그래프의 위상 정렬
- 네 번째 조건에 위배되므로 불가능

- 위상 정렬을 해결하기 위한 방법은 그래프 이론 시간에 배울 수 있음

• C++에는 비교 함수를 이용해 정렬하는 std::sort, std::stable_sort 라는 함수가 있음

a
c

b



정렬 STL
std::sort

• sort(first, last): 시작 주소, 끝 주소
- 기본적으로 오름차순 정렬

- 구조체/클래스의 경우 < 연산이 정의되어 있어야 함

• sort(first, last, comp): 시작 주소, 끝 주소, 비교 함수
• O(N log N)



정렬 STL
std::stable_sort

• stable sort와 unstable sort
- stable sort: 동등한(비교 불가능한) 원소는 기존 순서 유지

- unstable sort: 동등한 원소들의 순서는 마음대로 배치

• std::sort는 unstable sort
• stable sort를 사용하고 싶다면 std::stable_sort 사용



기수 정렬



기수 정렬
기수 정렬

• 비교 기반 정렬은 최악의 경우에 O(n log n)보다 빠를 수 없다는 것이 증명되어 있음

• 만약 정렬을 O(n log n)보다 빠르게 수행하고 싶다면?
- 입력 데이터에 대한 정보(e.g., 데이터의 성질 또는 분포)를 더 갖고 있거나

- 비교 기반 정렬이 아닌 다른 방식을 사용해야 함

• 기수 정렬은 입력 데이터가 d자리 정수일 때 O(dn) 시간에 정렬하는 알고리즘



기수 정렬
기수 정렬 알고리즘

• 낮은 자리부터 차례대로 정렬하는 방식
• A = {329, 657, 457, 839, 436, 720, 355}

• 1단계. A를 일의 자리 기준으로 정렬, 일의 자리가 같다면 stable하게 정렬
- A = {720, 355, 436, 657, 457, 329, 839}

• 2단계. A를 십의 자리 기준으로 정렬
- A = {720, 329, 436, 839, 355, 657, 457}

- 십의 자리가 같은 경우 기존 순서를 유지 → A의 원소는 100으로 나눈 나머지 기준으로 정렬됨

• 3단계. A를 백의 자리 기준으로 정렬
- A = {329, 355, 436, 457, 657, 720, 839}

- 백의 자리가 같은 경우 기존 순서를 유지 → A의 원소는 1000으로 나눈 나머지 기준으로 정렬됨

- 끝



기수 정렬
기수 정렬 알고리즘

• 각 단계를 어떻게 해야 O(n)에 처리할 수 있을까?

• 목표: 특정 자리를 기준으로 stable sort를 O(n) 시간에 처리
- 10개의 큐를 생성

- A의 원소를 차례대로 보면서, 각 자리에 해당하는 큐에 원소를 삽입

- 0번 큐부터 9번 큐까지 차례대로 보면서, 큐에 있는 원소를 순서대로 가져오면 됨



기수 정렬
기수 정렬 알고리즘

• 굳이 10진법으로만 볼 필요는 없음
• 진법이 클수록 iteration 횟수 감소하지만, 너무 크면 큐를 선언하느라 메모리를 많이 쓰게 될 수 있음

• 65536진법을 사용하면 int 범위에서 2번, long long 범위에서 4번 만에 정렬할 수 있음
• 큐 대신 동적 배열을 사용해도 됨



이분 탐색



이분 탐색
업/다운 게임

• 철수는 1 이상 N 이하인 자연수 X를 하나 선택한다.
• 영희는 철수가 생각한 X를 맞혀야 한다.
• 영희가 어떤 수 Y를 말하면, 철수는 아래와 같은 대답을 한다.

- X > Y라면: Up

- X < Y라면: Down

- X = Y라면: Accept

• 영희의 질문 횟수를 최소화 시키자.



이분 탐색
영희의 전략

• 정답은 [1, N] 사이에 있음
- 중간 지점 M1 = floor((1+N)/2) 선택

- 정답이 M1보다 작다면 구간을 [1, M1-1]로 조정
- 정답이 M1보다 크다면 구간을 [M1+1, N]으로 조정

- 정답이 존재하는 구간을 [S2, E2]라고 하자

• 정답은 [S2, E2] 사이에 있음
- 중간 지점 M2 = floor((S2+E2)/2)를 선택

- 정답이 M2보다 작다면 구간을 [S2, M2-1]로 조정

- 정답이 M2보다 크다면 구간을 [M2+1, E2]로 조정

• 반복



이분 탐색
영희의 전략

• 정답이 존재할 수 있는 구간이 매번 절반으로 감소함
- 최악의 경우에도 log2𝑁 + 1번의 질문으로 답을 구할 수 있음

• 이게 최악의 경우에 질문 횟수를 최소화하는 전략일까?
- YES

- 상대자 논증을 이용해 증명할 수 있음



이분 탐색
정렬된 배열 A가 주어진다. K가 A의 몇 번째 원소인지 구해라.

• A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, K = 3
• A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, K = 3
• A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, K = 3

시간 복잡도
• 기본 연산: 배열의 원소와 어떤 수를 비교하는 것
• 기본 연산의 수행 횟수: 최악의 경우 log2𝑁 + 1번

- 매번 정답이 존재할 수 있는 구간의 크기가 절반씩 감소

• 따라서 최악의 경우 비교 횟수는 𝑂(log𝑁)



이분 탐색
BOJ 1920. 수 찾기

• N개의 수로 구성된 배열이 주어짐
• X가 주어지면 배열에 값이 X 원소가 존재하는지 판별하는 작업을 M번해야 함

• 매번 모든 배열의 원소를 확인하면 O(NM)

• 배열을 정렬한 다음 매번 이분 탐색
- 정렬 O(N log N)

- 이분 탐색 M번 O(M log N)

- 전체 시간 복잡도는 O((N+M) log N)



결정 문제와 최적화 문제



결정 문제와 최적화 문제
결정 문제와 최적화 문제

• 결정 문제: YES/NO로 답할 수 있는 문제
- 가중치가 K 이하인 해가 존재하는가?

• 최적화 문제: 최댓값/최솟값을 구하는 문제
- 가능한 최소 가중치는 얼마인가?

• 어떤 문제가 더 어려울까?
- 최적화 문제가 결정 문제보다 쉬울 수 없음

- 최적화 문제를 해결할 수 있으면 무조건 결정 문제를 해결할 수 있음



결정 문제와 최적화 문제
결정 문제와 최적화 문제

• 결정 문제의 예시: 배열 A의 최댓값이 3 이하인지 판별하라.
• 최적화 문제의 예시: 배열 A의 최댓값을 구해라.

• 최적화 문제를 푸는 함수 optimization(A)가 있으면
• 결정 문제를 푸는 함수 decision(A) := optimization(A) ≤ 3



결정 문제와 최적화 문제
결정 문제의 풀이를 이용해 최적화 문제를 해결

• 배열 A의 최댓값을 구하는 최적화 문제 → 배열 A의 최댓값이 K 이하인지 판별하는 결정 문제
• K = 0, 1, 2, ... 에 대해 결정 문제를 해결하면 됨

• 이렇게 보면 비효율적인 것 같지만...



결정 문제와 최적화 문제
결정 문제의 풀이를 이용해 최적화 문제를 해결

• 배열 A의 최댓값을 구하는 최적화 문제 → 배열 A의 최댓값이 K 이하인지 판별하는 결정 문제
• K = 0, 1, 2, ... 에 대해 결정 문제를 해결하면 됨

• 이렇게 보면 비효율적인 것 같지만...

• 배열의 최댓값을 10이라고 하자
- K = 0, 1, 2, ... , 9 일 때는 NO

- K = 10, 11, 12, ... 일 때는 YES

- 결정 문제의 답이 NNN...NNYYY...YY 꼴이므로 가장 먼저 등장하는 Y의 위치를 찾으면 됨
- 이분 탐색



결정 문제와 최적화 문제
결정 문제의 풀이를 이용해 최적화 문제를 해결

• 배열의 최댓값을 10이라고 하자
- K = 0, 1, 2, ... , 9 일 때는 NO

- K = 10, 11, 12, ... 일 때는 YES
- 결정 문제의 답이 NNN...NNYYY...YY 꼴이므로 가장 먼저 등장하는 Y의 위치를 찾으면 됨

• 이분 탐색
- 정답이 존재하는 구간 [S, E]와 중간 지점 M = floor((S+E)/2)에 대해

- decision(M)이 참이면(최댓값이 M 이하이면) 정답은 [S, M]에 존재

- decision(M)이 거짓이면(최댓값이 M 초과이면) 정답은 [M+1, E]에 존재



결정 문제와 최적화 문제
매개 변수 탐색 (Parametric Search)

• 조건을 만족하는 최댓값을 구하는 문제
- 결정 문제의 답이 YYY...YYNNN...NN 꼴일 때 Y가 등장하는 마지막 위치를 구하는 문제

• 조건을 만족하는 최솟값을 구하는 문제
- 결정 문제의 답이 NNN...NNYYY...YY 꼴일 때 Y가 등장하는 첫 번째 위치를 구하는 문제

• 이분 탐색을 이용해 해결할 수 있음
- 최댓값을 구하는 문제

- 정답이 존재하는 구간 [S, E]와 중간 지점 M에 대해

- decision(M)이 참이면 정답은 [M, E]에 존재

- decision(M)이 거짓이면 정답은 [S, M-1]에 존재

- 최솟값을 구하는 문제
- 정답이 존재하는 구간 [S, E]와 중간 지점 M에 대해

- decision(M)이 참이면 정답은 [S, M]에 존재

- decision(M)이 거짓이면 정답은 [M+1, E]에 존재



결정 문제와 최적화 문제



결정 문제와 최적화 문제
BOJ 2805. 나무 자르기

• N개의 나무가 있고, i번째 나무의 높이는 A[i]임
• 높이가 H인 지점에서 절단기를 사용하면 높이가 H 이상인 나무에서 A[i] – H 만큼 가져갈 수 있음
• 나무를 M 이상 가져가기 위해 필요한 높이의 최댓값

• f(h) := h에서 절단기를 사용했을 때 가져가게 되는 나무의 양
• f(h) ≥ M을 만족하는 가장 큰 h를 구하는 문제



결정 문제와 최적화 문제
BOJ 2805. 나무 자르기

• N개의 나무가 있고, i번째 나무의 높이는 A[i]임
• 높이가 H인 지점에서 절단기를 사용하면 높이가 H 이상인 나무에서 A[i] – H 만큼 가져갈 수 있음
• 나무를 M 이상 가져가기 위해 필요한 높이의 최댓값

• f(h) := h에서 절단기를 사용했을 때 가져가게 되는 나무의 양
• f(h) ≥ M을 만족하는 가장 큰 h를 구하는 문제

• h가 증가하면 f(h)는 단조 감소함
• decision(h) := f(h) ≥ M으로 정의하면 결정 문제의 답은 YYY...YYNNN...NN 꼴
• Y가 등장하는 마지막 지점을 구하는 문제



결정 문제와 최적화 문제



결정 문제와 최적화 문제
BOJ 15810. 풍선 공장

• N명의 스태프가 M개의 풍선을 만들어야 함
• i번째 스태프는 A[i]분마다 풍선을 만들 수 있음
• M개의 풍선이 모두 만들어지는 데 걸리는 최소 시간을 구하는 문제

• f(m) := m분 동안 만들 수 있는 풍선의 최대 개수 = sum(floor(m / A[i]))
• f(m) ≥ M을 만족하는 가장 작은 m을 구하는 문제

• m이 증가하면 f(m)은 단조 증가함
• decision(m) := f(m) ≥ M으로 정의하면 결정 문제의 답은 NNN...NNYYY..YY 꼴
• Y가 등장하는 첫 번째 지점을 구하는 문제



결정 문제와 최적화 문제



결정 문제와 최적화 문제
BOJ 2417. 정수 제곱근

• N이 주어지면 ceil(√N)을 구하는 문제



요약
• 여러가지 정렬 알고리즘

• 버블 정렬(거품 정렬): 인접한 두 원소를 차례로 비교
• 선택 정렬(교환 정렬): 최솟값(혹은 최댓값)을 찾고 위치를 교환
• 삽입 정렬: 정렬된 부분의 위치에 삽입함
• 퀵 정렬: 기준 윈소로 나눈 후 기준의 위치를 잡고 나머지를 정렬
• 합병 정렬: 무조건 나눈 후 정렬된 부분열을 합병하여 정렬
• 기수 정렬: 자릿수의 역순으로 정렬

• 정렬 STL
• 동등성을 별도의 함수로 정의함(추상화)
• 정렬 STL의 예: 위상 정렬(선후를 정할 수 없는 두 원소가 있음, 부분 순서)

• 이분 탐색
• 탐색 공간을 반씩 줄여 나가며 탐색하는 방법
• 결정 문제와 최적화 문제: 결정 문제로 최적화 문제를 푸는 경우 이분 탐색 기법을 사용할 수 있음


